
ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 7. Ñòåðåîìåòðèÿ.
Òåîðåòè÷åñêèé ìèíèìóì

Âàæíî: Ñòåðåîìåòðèÿ â ÌÃÓ òðåáóåò ôèëèãðàííîãî âëàäåíèÿ êëàññè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèåé. Êîîðäèíàòíûé ìåòîä ÷àñòî ïðèâîäèò ê âû÷èñëèòåëüíîìó òóïèêó. Ñòàâêà

äåëàåòñÿ íà ìåòîä îáúåìîâ, ïîäîáèå è íåñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà ñôåð. Âñå ôàêòû, âûõî-

äÿùèå çà ðàìêè øêîëüíîãî ó÷åáíèêà, íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü.

1. Ìåòîä îáúåìîâ (Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè)

Ñàìûé ÷àñòûé âîïðîñ â ñòåðåîìåòðèè � íàéòè ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè. Ïðÿìîå ïîñòðîåíèå ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà ÷àñòî çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê åãî îñíîâàíèå ïàäàåò âíå
ôèãóðû.
Ñóòü ìåòîäà:
Îáúåì ïèðàìèäû (òåòðàýäðà) ðàâåí V = 1

3
Sîñí ·h. Òåòðàýäð

ìîæíî ïîëîæèòü íà ëþáóþ èç åãî ÷åòûðåõ ãðàíåé. Îòñþ-
äà âîçíèêàåò ìîùíåéøåå òîæäåñòâî: îáúåì íå çàâèñèò îò
òîãî, êàêóþ ãðàíü ñ÷èòàòü îñíîâàíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî:

1

3
S1 · h1 =

1

3
S2 · h2 =⇒ h1 =

S2 · h2

S1

Ãäå h1 � èñêîìîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî ñëîæíîé ïëîñ-
êîñòè S1, à h2 � ëåãêî âû÷èñëÿåìàÿ âûñîòà, îïóùåííàÿ íà
ïëîñêîñòü S2.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

2. Îòíîøåíèå îáúåìîâ è ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé

Òåîðåìà îá îáùåé âåðøèíå:
Åñëè äâà òåòðàýäðà èìåþò îáùèé òðåõãðàííûé óãîë ïðè
âåðøèíå S, òî îòíîøåíèå èõ îáúåìîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
îòíîøåíèé äëèí áîêîâûõ ðåáåð:

VSA1B1C1

VSABC

=
SA1

SA
· SB1

SB
· SC1

SC

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðèìåì çà îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêè

SAB è SA1B1. Èõ ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê
1
2
SA1·SB1 sin∠S
1
2
SA·SB sin∠S

=
SA1

SA
· SB1

SB
. Òàê êàê òî÷êè C1 è C ëåæàò íà îäíîì ëó÷å

SC, ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî ïëîñêîñòè SAB îòíîñÿòñÿ êàê

SC1 : SC. Ñëåäîâàòåëüíî,
hC1

hC
= SC1

SC
. Îáúåì � ýòî òðåòü

ïðîèçâåäåíèÿ ïëîùàäè îñíîâàíèÿ íà âûñîòó. Ïåðåìíîæèâ
ýòè îòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ôîðìóëó.

Ñâîéñòâà ñå÷åíèé:
Åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëüíûå ãðàíè
ìíîãîãðàííèêà (è íå ïàðàëëåëüíà èì), òî ëèíèè ïåðåñå÷å-
íèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ãðàíÿìè òàêæå ïàðàëëåëüíû. Ýòî
êëþ÷åâîå ïðàâèëî äëÿ äîñòðàèâàíèÿ ñå÷åíèé.

S
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3. Òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ òðåõãðàííîãî óãëà

Ñêðûòîå îðóæèå ÄÂÈ. Åñëè èçâåñòíû òðè ïëîñêèõ óãëà ïðè âåðøèíå, äâóãðàííûé óãîë
íàõîäèòñÿ â îäíó ñòðî÷êó. Ýòó òåîðåìó îáÿçàòåëüíî íóæíî êðàòêî äîêàçûâàòü íà ýêçà-
ìåíå.

Ïóñòü äàí òðåõãðàííûé óãîë S. Ïëîñêèå óãëû: ∠ASB = γ,
∠ASC = β, ∠BSC = α. Äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå SA
îáîçíà÷èì φA.
Ôîðìóëà:

cosα = cos β cos γ + sin β sin γ cosφA

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ÄÂÈ:

1) Íà ðåáðå SA âûáåðåì òî÷êó M . Â ãðàíÿõ ASB è ASC
ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû ê ðåáðó SA:MB ⊥ SA èMC ⊥
SA. Òîãäà ∠BMC = φA � ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óã-
ëà.
2) Â ïðÿìîóãîëüíûõ △SMB è △SMC âûðàçèì ñòîðîíû:
SB = SM

cos γ
,MB = SM tg γ; SC = SM

cosβ
,MC = SM tg β.

3) Çàïèøåì ïëîñêóþ òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ △SBC è
△MBC:
BC2 = SB2 + SC2 − 2SB · SC cosα
BC2 = MB2 +MC2 − 2MB ·MC cosφA

4) Ïðèðàâíÿåì èõ. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà SB2 − MB2 =
SM2 è SC2 −MC2 = SM2, ïîëó÷àåì:
2SM2 = 2SB · SC cosα− 2MB ·MC cosφA.
5) Ðàçäåëèì íà 2SM2 è ïîäñòàâèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè:
1 = cosα

cosβ cos γ
− tg β tg γ cosφA. Äîìíîæèâ íà cos β cos γ, ïðè-

õîäèì ê ôîðìóëå.

B

C

A

M

α

β
γ

φA

S

4. Ñôåðû, âïèñàííûå è îïèñàííûå

Ñôåðû â ñòåðåîìåòðèè ÌÃÓ � ýòî ãëàâíûé èñòî÷íèê îøèáîê. Íåîáõîäèìî æåñòêî ðàçäå-
ëÿòü ñôåðó, êàñàþùóþñÿ ãðàíåé, è ñôåðó, êàñàþùóþñÿ ðåáåð.
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1. Âïèñàííàÿ â ìíîãîãðàííèê (êàñàåòñÿ
âñåõ ãðàíåé):
Öåíòð òàêîé ñôåðû ðàâíîóäàëåí îò âñåõ ãðàíåé
ôèãóðû. Ñâÿçü ðàäèóñà r, îáúåìà ìíîãîãðàííèêà
V è ïëîùàäè åãî ïîëíîé ïîâåðõíîñòè Sïîëí (àíà-
ëîã S = p · r):

V =
1

3
Sïîëí · r

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñîåäèíèì öåíòð âïèñàííîé
ñôåðû O ñî âñåìè âåðøèíàìè. Ìíîãîãðàííèê
ðàçîáüåòñÿ íà ïèðàìèäû, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ
ñëóæàò ãðàíè (ñ ïëîùàäÿìè S1, S2, . . . ), à âûñî-
òàìè � ðàäèóñ ñôåðû r (òàê êàê ðàäèóñ â òî÷êó
êàñàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí ãðàíè). Îáúåì ìíîãî-
ãðàííèêà ðàâåí ñóììå èõ îáúåìîâ:

V =
1

3
S1r+

1

3
S2r+· · · = 1

3
r(S1+S2+. . . ) =

1

3
Sïîëí·r

2. Îïèñàííàÿ îêîëî ïèðàìèäû (ïðîõîäèò
÷åðåç âåðøèíû):
Åñëè îïèñàííàÿ ñôåðà ñóùåñòâóåò, òî å¼ öåíòð ëå-
æèò íà ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç ñåðåäèíû ðåáåð ïåðïåíäèêóëÿðíî èì. Â ïðà-
âèëüíîé ïèðàìèäå öåíòð ëåæèò íà îñè âûñîòû.

3. Ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ ÂÑÅÕ ðåáåð òåòðà-
ýäðà:
Ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììû
äëèí ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð òåòðàýäðà ðàâíû:

AB + CD = AC +BD = AD +BC

Äîêàçàòåëüñòâî: Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðî-
âåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè ê ñôåðå, ðàâíû. Ïóñòü
äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ îò âåðøèí A,B,C,D äî òî-
÷åê êàñàíèÿ íà èñõîäÿùèõ èç íèõ ðåáðàõ ðàâíû
x, y, z, w ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.). Òîãäà AB =
x+ y, CD = z+w =⇒ AB+CD = x+ y+ z+w.
Àíàëîãè÷íî, AC+BD = (x+z)+(y+w) = x+y+
z+w è AD+BC = (x+w)+(y+z) = x+y+z+w.
Âñå ñóììû ðàâíû. (Áåç äîêàçàòåëüñòâà: âåðíî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå).

O
r

r

S1 S2

S3

1. Âïèñàííàÿ (â ãðàíè)

O

2. Îïèñàííàÿ (îêîëî âåðøèí)

A

B

C

D

x
y

y

z

z

w

x

w

x

z

y

w

3. Êàñàåòñÿ âñåõ 6 ðåáåð
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5. Ýêñòðåìóìû â ïðîñòðàíñòâå

Çàäà÷è âèäà ¾Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáúåì öèëèíäðà, âïè-
ñàííîãî â êîíóñ¿ èëè ¾Êàêóþ íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè ìîæåò èìåòü ïèðàìèäà ïðè çàäàííîì îáúåìå¿.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ:
1. Âûáîð íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Îáîçíà÷üòå çà x
êëþ÷åâîé ýëåìåíò âïèñàííîé ôèãóðû (íàïðèìåð, ðàäèóñ
öèëèíäðà r, ëèáî âûñîòó h). Çàäàéòå ãðàíèöû äëÿ x (ÎÄÇ).
2. Ñâÿçü ïåðåìåííûõ. ×åðåç ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ (â
îñåâîì ñå÷åíèè) âûðàçèòå îñòàâøèåñÿ èçìåðåíèÿ âïèñàí-
íîé ôèãóðû ÷åðåç x.
3. Ñîñòàâëåíèå ôóíêöèè. Çàïèøèòå ôîðìóëó ìàêñè-
ìèçèðóåìîé/ìèíèìèçèðóåìîé âåëè÷èíû (îáúåìà V (x) èëè
ïëîùàäè S(x)).
4. Èññëåäîâàíèå. Âîçüìèòå ïðîèçâîäíóþ V ′(x), ïðèðàâ-
íÿéòå ê íóëþ, íàéäèòå òî÷êó ýêñòðåìóìà è äîêàæèòå, ÷òî
ýòî ìàêñèìóì/ìèíèìóì (÷åðåç ñìåíó çíàêà ïðîèçâîäíîé).

r
h

S
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6. Óãëû è îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

1. Óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè:
Ðàâåí óãëó ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè äàííûì. Íà ïðàêòèêå îäíó èç ïðÿ-
ìûõ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñäâèãàþò äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî
âòîðîé, à ïîëó÷åííûé óãîë èùóò ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ. Åñ-
ëè óãîë ïîëó÷èëñÿ òóïûì, â îòâåò çàïèñûâàþò ñìåæíûé ñ
íèì îñòðûé óãîë.

2. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ:
Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòü � ýòî îñíî-
âàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïëîñ-
êîñòü. Ïðîåêöèÿ ïðÿìîé � ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ïðîåêöèè âñåõ å¼ òî÷åê. Îïðåäåëåíèå: Óãîë ìåæäó ïðÿ-
ìîé è ïëîñêîñòüþ � ýòî óãîë ìåæäó ñàìîé ïðÿìîé è å¼ îð-
òîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà ýòó ïëîñêîñòü. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ óãëà äîñòàòî÷íî îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð èç ëþáîé
òî÷êè ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü è ñîåäèíèòü åãî îñíîâàíèå ñ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

íàêëîííàÿ
⊥

ïðîåêöèÿ

M

H
A

α

7. Êëàññè÷åñêèå ëåììû ÄÂÈ (Ñå÷åíèÿ è Ñôåðû)

1. Ñå÷åíèå, ïàðàëëåëüíîå ñêðåùèâàþùèìñÿ ðåá-
ðàì:
Åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå ÷åòûðå ðåáðà òåò-
ðàýäðà è ïàðàëëåëüíà ïàðå ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð, òî ñå-
÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. Îáîñíîâàíèå: Ëè-
íèè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíû èñõîäíûì ðåáðàì a è b. Èç
ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû
ax è b(1− x), ãäå x � äîëÿ îòðåçêà îò âåðøèíû. Ïëîùàäü
ñå÷åíèÿ S = ab sinα · x(1 − x). Òàê êàê ìàêñèìóì ïàðàáî-
ëû x(1−x) äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 1/2, íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü
âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà âåðøèíû ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñåðå-
äèíàìè ðåáåð (äëÿ ëþáîãî òåòðàýäðà).

2. Ëåììà î êàñàòåëüíûõ îòðåçêàõ:
Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé òî÷êè
ê ñôåðå, ðàâíû. Ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, íà êîòîðîì
ñòðîÿòñÿ àáñîëþòíî âñå çàäà÷è ñî âïèñàííûìè ñôåðàìè è
ñôåðàìè, êàñàþùèìèñÿ ðåáåð.

3. Êàñàíèå â ïðàâèëüíûõ ôèãóðàõ:
Åñëè ñôåðà êàñàåòñÿ áîêîâîé ãðàíè â å¼ öåíòðå (èëè êàñà-
åòñÿ ñòîðîíû ãðàíè â å¼ ñåðåäèíå), òî òî÷êà êàñàíèÿ îáÿçà-
òåëüíî ëåæèò íà àïîôåìå (èëè ìåäèàíå/âûñîòå) ýòîé
ãðàíè. Ýòî ñëåäñòâèå ñâîéñòâ ñèììåòðèè.

A

B

C

D
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4. Ðàäèóñ ñôåðû, êàñàþùåéñÿ ðåáåð ïðàâèëüíîãî
òåòðàýäðà:
Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ñ ðåáðîì a ñôåðà êàñàåòñÿ âñåõ
øåñòè ðåáåð â èõ ñåðåäèíàõ. Öåíòð ñôåðû ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì òåòðàýäðà. Ñå÷åíèå òåòðàýäðà ïëîñêîñòüþ, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ðåáðî è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîãî ðåáðà,
ïîçâîëÿåò íàéòè ðàäèóñ: ρ = a

√
2

4
(ðàäèóñ ðàâåí ïîëîâèíå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ðåáðàìè).

5. Êàñàþùèåñÿ ñôåðû â äâóãðàííîì óãëå:
Åñëè íåñêîëüêî ñôåð êàñàþòñÿ ãðàíåé äâóãðàííîãî óãëà
è äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì, òî ïðè ñå÷åíèè ïëîñêî-
ñòüþ ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ðåáðó äâóãðàííîãî óã-
ëà, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïëîñêîé: îêðóæíîñòè, âïèñàííûå
â óãîë òðåóãîëüíèêà è êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà. Öåí-
òðû ýòèõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà áèññåêòðèñå ëèíåéíîãî óã-
ëà.

r
R
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