
ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 6. Ïàðàìåòðû è ýêñòðåìóìû.
Òåîðåòè÷åñêèé ìèíèìóì

Âàæíî: Çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì â ÌÃÓ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå ñâîäèòñÿ ê ïðîñòî-

ìó âû÷èñëåíèþ äèñêðèìèíàíòà. Ýòî âñåãäà ïðîâåðêà ïîíèìàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèé: èõ

îãðàíè÷åííîñòè, ñèììåòðèè, ìîíîòîííîñòè èëè ãðàôè÷åñêîãî ñìûñëà.

1. Ðàñïîëîæåíèå êîðíåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

×àñòî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êîðíè x1, x2 óðàâíåíèÿ f(x) = ax2+bx+c = 0 (a > 0) óäîâëåòâîðÿ-
ëè îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, íå âû÷èñëÿÿ èõ ÿâíî. Èñïîëüçóþòñÿ òðè êîíòðîëüíûå òî÷êè:
äèñêðèìèíàíò D, àáñöèññà âåðøèíû xv = −b/(2a) è çíàê ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ f(d).

Áàçîâûå òåîðåìû (äëÿ a > 0):
1. Îáà êîðíÿ áîëüøå ÷èñëà d (x1 > d, x2 > d):
Ïàðàáîëà ïåðåñåêàåò îñü Ox ïðàâåå òî÷êè d. Óñëîâèÿ:
D ≥ 0

xv > d

f(d) > 0

2. ×èñëî d ëåæèò ìåæäó êîðíÿìè (x1 < d < x2):
Óñëîâèå ðîâíî îäíî (è îíî ãàðàíòèðóåò D > 0):
f(d) < 0

3. Êîðíè ëåæàò íà îòðåçêå [M ;N ]:
D ≥ 0

M ≤ xv ≤ N

f(M) ≥ 0

f(N) ≥ 0

x
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x1 x2
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f(d) > 0

2. Ìåòîä ìàæîðàíò è íåðàâåíñòâî Êîøè

Åñëè óðàâíåíèå èìååò âèä f(x) = g(x), è ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî f(x) ≥ M , à g(x) ≤ M ,

òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè îáå ÷àñòè îäíîâðåìåííî ðàâíû M :

{
f(x) = M

g(x) = M
.
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Âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà:
Ñóììà êâàäðàòîâ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà. Ìèíèìóì
âûðàæåíèÿ (x − a)2 + (y − b)2 + C ðàâåí C è äîñòèãàåòñÿ
ïðè x = a, y = b.

Íåðàâåíñòâî Êîøè (AM-GM):
Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå ìåíü-
øå èõ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî.
Äëÿ äâóõ ÷èñåë: A+B ≥ 2

√
AB (ïðè A > 0, B > 0).

*Ñëåäñòâèå:* x+ a2

x
≥ 2a (ñóììà âçàèìíî îáðàòíûõ).

Äëÿ òðåõ ÷èñåë: A+B + C ≥ 3 3
√
ABC.

Âàæíî: Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
÷èñëà ðàâíû äðóã äðóãó (A = B = C).

x

y

1

2

y = x+ 1
x
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3. Èíâàðèàíòíîñòü (×¼òíîñòü è Ñèììåòðèÿ)

ÌÃÓ îáîæàåò çàäà÷è ñ ôîðìóëèðîâêîé: ¾Ïðè êàêèõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå?¿

×¼òíîñòü ôóíêöèè:
Åñëè ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ (f(−x) = f(x)), íàïðèìåð, âûðàæå-
íèå ñîäåðæèò òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè (x2, x4), ìîäóëè (|x|)
èëè ôóíêöèþ cosx, òî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî (íå ìåíÿåò-
ñÿ) ïðè çàìåíå x íà −x.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ó óðàâíåíèÿ åñòü êîðåíü x0, òî îáÿçà-
òåëüíî åñòü è êîðåíü −x0.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ:
1. Íåîáõîäèìîñòü: ×òîáû êîðåíü áûë åäèíñòâåííûì, ïà-
ðà x0 è −x0 äîëæíà ¾ñêëåèòüñÿ¿ â îäíó òî÷êó. Çíà÷èò,
åäèíñòâåííûé êîðåíü îáÿçàí áûòü íóë¼ì: x = 0.
2. Ïîäñòàâëÿåì x = 0 â èñõîäíîå óðàâíåíèå è íàõîäèì êîí-
êðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a.
3. Äîñòàòî÷íîñòü (ÎÁßÇÀÒÅËÜÍÎ): Ïîäñòàâëÿåì
íàéäåííûå çíà÷åíèÿ a îáðàòíî â óðàâíåíèå è äîêàçûâàåì,
÷òî êðîìå x = 0 äðóãèõ êîðíåé íåò.

Ñèììåòðèÿ â ñèñòåìàõ:
Åñëè ñèñòåìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå x íà y, è òðåáóåò-
ñÿ íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, òî îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå x = y.

x

y

2 êîðíÿ

1 êîðåíü
x = 0

−x0 x0

4. Îãðàíè÷åííîñòü è Ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà

Ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà:
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ñâîäèòñÿ ê îäíîé
ôóíêöèè:
A sinx+B cosx =

√
A2 +B2 sin(x+ ϕ)

Îöåíêà: −
√
A2 +B2 ≤ A sin x+B cosx ≤

√
A2 +B2.

Îöåíêà êîñèíóñà ÷åðåç ïàðàáîëó:
Äëÿ àíàëèçà åäèíñòâåííîñòè êîðíÿ ÷àñòî òðåáóåòñÿ çíàòü,
êàê âåä¼ò ñåáÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âáëèçè íóëÿ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàáîëîé. Ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà (ðÿä Òåé-
ëîðà):
cos x ≥ 1− x2

2
(äëÿ ëþáûõ x).

sin x < x (äëÿ x > 0).

x

y

cos x

1− x2

2
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5. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (Ìåòîä Ìèíêîâñêîãî)

Åñëè âûðàæåíèå ñîñòîèò èç ñóììû êâàäðàòíûõ êîðíåé, åãî
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè.
Âûðàæåíèå

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 � ýòî ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè M(x, y) äî òî÷êè A(x1, y1).
Ñóììà ðàäèêàëîâ S =

√
(x− x1)2 + y21 +

√
(x− x2)2 + y22

ðàâíà ñóììå äëèí îòðåçêîâ MA +MB, ãäå òî÷êà M(x, 0)
ëåæèò íà îñè àáñöèññ. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà,
ñóììà äâóõ ñòîðîí âñåãäà áîëüøå ëèáî ðàâíà òðåòüåé:
MA + MB ≥ AB. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ñóììû ðàäèêàëîâ ðàâíî äëèíå ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåç-
êà AB. Îáÿçàòåëüíîå óñëîâèå: Òî÷êè A è B íåîáõîäèìî
çàäàâàòü ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îñè Ox (òî åñòü ñ ðàç-
íûìè çíàêàìè îðäèíàò y1 è y2), ÷òîáû îòðåçîê AB ãàðàí-
òèðîâàííî ïåðåñåêàë îñü Ox.

x

y

min

A(x1, y1)

B(x2, y2)

MM ′
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