
ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 5. Ïëàíèìåòðèÿ.
Òåîðåòè÷åñêèé ìèíèìóì

Âàæíî: Ôàêòû èç ðàçäåëîâ 1-3 èçó÷àþòñÿ â áàçîâîì øêîëüíîì êóðñå (êðîìå 3.4), èõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ôàêòû èç ðàçäåëà 4 è 3.4 íà ýêçàìåíå íåîáõî-
äèìî êðàòêî äîêàçûâàòü.

1. Òðåóãîëüíèêè: ìåòðèêà è ñâîéñòâà

1.1. Áàçîâûå òåîðåìû è ðàäèóñû:
Òåîðåìà ñèíóñîâ: Îòíîøåíèå ñòîðîíû ê ñèíóñó ïðîòè-
âîëåæàùåãî óãëà ðàâíî äâóì ðàäèóñàì îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè:

a
sin∠A = b

sin∠B = c
sin∠C = 2Rîïèñ.

Òåîðåìà êîñèíóñîâ: c2 = a2 + b2 − 2ab cos∠C.
Ñâÿçü ïëîùàäåé è ðàäèóñîâ:
S = p · râïèñ (ãäå p � ïîëóïåðèìåòð) è S = abc

4Rîïèñ

.

c a

bA

B

C

1.2. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê:
Âûñîòà h, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå, äåëèò òðåóãîëüíèê
íà äâà ïîäîáíûõ.
Êâàäðàò âûñîòû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðîåêöèé êàòåòîâ:
h2 = ac · bc.
Êâàäðàò êàòåòà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ãèïîòåíóçû íà ïðîåê-
öèþ ýòîãî êàòåòà: a2 = c · ac.
Ìåäèàíà ê ãèïîòåíóçå ðàâíà åå ïîëîâèíå: mc =

c
2
= Rîïèñ.

bc

b

ac

a
h

1.3. Ñâîéñòâà áèññåêòðèñû:
Áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðè-
ëåæàùèì ñòîðîíàì: a

x
= b

y
.

Êâàäðàò áèññåêòðèñû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ áîêîâûõ ñòîðîí
ìèíóñ ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ îñíîâàíèÿ: l2 = a · b− x · y.

a b
l

x y
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ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

2. Îêðóæíîñòè, õîðäû, êàñàòåëüíûå

2.1. Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé:
Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ïðîâåäåííîé â òî÷êó
êàñàíèÿ, ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, ñòÿãèâàåìîé ýòîé õîðäîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàâåí ëþáîìó âïèñàííîìó óãëó,
îïèðàþùåìóñÿ íà ýòó äóãó: ∠TAC = ∠ABC. (Ýòî ñâîé-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê áîëüøèíñòâó çàäà÷ íà ïîäîáèå).

T

A B

C

α
α

2.2. Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ (p− a):
Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè èç îä-
íîé òî÷êè, ðàâíû. Åñëè îêðóæíîñòü âïèñàíà â △ABC, òî
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû A äî òî÷åê êàñàíèÿ K è M âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: AK = AM = p − a, ãäå p = a+b+c

2
�

ïîëóïåðèìåòð, à a � ñòîðîíà, ïðîòèâîëåæàùàÿ óãëó A.

KM

A

B C

p− a p− a

2.3. Ñâîéñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä:
Åñëè äâå õîðäû îêðóæíîñòè AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå M , òî ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ îäíîé õîðäû ðàâåí ïðîèç-
âåäåíèþ îòðåçêîâ äðóãîé õîðäû:
AM ·MB = CM ·MD.

A

BC

D

M

2.4. Òåîðåìà î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé:
Åñëè èç òî÷êè P , ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíà êà-
ñàòåëüíàÿ PT (T � òî÷êà êàñàíèÿ) è ñåêóùàÿ, ïåðåñåêàþ-
ùàÿ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B (ãäå A ëåæèò ìåæäó P
è B), òî êâàäðàò îòðåçêà êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
âíåøíåé ÷àñòè ñåêóùåé íà âñþ ñåêóùóþ:
PT 2 = PA · PB.

P

T

BA
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ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

3. ×åòûðåõóãîëüíèêè è Ïëîùàäè

3.1. Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê:
×åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü â îêðóæíîñòü òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ
ðàâíà 180◦ (∠A+ ∠C = ∠B + ∠D = 180◦).
Óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó (èëè õîðäó), ðàâ-
íû.

A

B C

D

α

180◦ − α

3.2. Îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê:
×åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî îïèñàòü îêîëî îêðóæíîñòè (âïè-
ñàòü â íåãî îêðóæíîñòü) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììû
äëèí åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû: a+ c = b+ d.

a

b

c

d

3.3. Òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì óãëîì:
Åñëè △ABC è △AMN èìåþò îáùèé óãîë A (òî åñòü òî÷-
êè M è N ëåæàò íà ïðÿìûõ AB è AC), òî îòíîøåíèå èõ
ïëîùàäåé ðàâíî îòíîøåíèþ ïðîèçâåäåíèé ñòîðîí, çàêëþ-
÷àþùèõ ýòîò óãîë:
SAMN

SABC
= AM ·AN

AB·AC
. A

B

C

M

N

3.4. Ïëîùàäè â òðàïåöèè:
Äèàãîíàëè ðàçáèâàþò òðàïåöèþ ABCD (BC ∥ AD) íà 4
òðåóãîëüíèêà. Áîêîâûå òðåóãîëüíèêè ðàâíîâåëèêè (S3 =
S4). Ïëîùàäü òðàïåöèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêîâ ó îñíîâàíèé:

√
Sòðàï =

√
S1 +

√
S2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Òðåóãîëüíèêè ABD è ACD èìåþò îá-
ùåå îñíîâàíèå AD è ðàâíûå âûñîòû =⇒ SABD =
SACD. Âû÷èòàÿ îáùóþ ÷àñòü S2, ïîëó÷àåì S3 = S4. Äà-
ëåå, △ABO è △CBO èìåþò îáùóþ âûñîòó èç âåðøè-
íû B =⇒ S3

S1
= AO

OC
. Àíàëîãè÷íî S2

S4
= AO

OC
. Çíà÷èò,

S3

S1
= S2

S4
=⇒ S3 · S4 = S1 · S2 =⇒ S3 =

√
S1S2. Èòî-

ãî: S = S1 + S2 + 2
√
S1S2 = (

√
S1 +

√
S2)

2.

A

B C

D

O

S1

S2

S3 S4
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ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

4. Ïðîäâèíóòûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè

4.1. Ôîðìóëà äëèíû ìåäèàíû:
Äëèíà ìåäèàíû mc, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíå c, âû÷èñëÿåòñÿ
êàê: mc =

1
2

√
2a2 + 2b2 − c2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîäëèì ìåäèàíó CM çà òî÷êó M íà å¼
äëèíó òàê, ÷òîáû MD = CM . ×åòûðåõóãîëüíèê ACBD
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òàê êàê åãî äèàãîíàëè AB è
CD òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ M äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Ïî ñâîéñòâó
ïàðàëëåëîãðàììà ñóììà êâàäðàòîâ åãî äèàãîíàëåé ðàâíà
ñóììå êâàäðàòîâ âñåõ åãî ñòîðîí: CD2 + AB2 = 2(AC2 +
BC2) =⇒ (2mc)

2 + c2 = 2(b2 + a2) =⇒ 4m2
c = 2a2 + 2b2 −

c2. Ðàçäåëèâ íà 4 è èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
ôîðìóëó.

A B

C

M

D

mc

mc

4.2. Òðåóãîëüíèê, îòñåêàåìûé âûñîòàìè, è Îðòî-
òðåóãîëüíèê:
Ôàêò 1 (Îòñå÷åííûé òðåóãîëüíèê): Òðåóãîëüíèê
A1BC1, îáðàçîâàííûé îñíîâàíèÿìè äâóõ âûñîò è îáùåé
âåðøèíîé, ïîäîáåí èñõîäíîìó △ABC. Êîýôôèöèåíò ïî-
äîáèÿ ðàâåí êîñèíóñó îáùåãî óãëà: k = cos∠B.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîóãîëüíûå △AA1B è △CC1B èìå-
þò îáùèé îñòðûé óãîë B. Èç íèõ cosB = BA1

AB
è cosB =

BC1

BC
. Çíà÷èò, BA1

AB
= BC1

BC
. Òàê êàê óãîë B îáùèé,△A1BC1 ∼

△ABC ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì ñòîðîíàì è óãëó ìåæ-
äó íèìè.

Ôàêò 2 (Îðòîòðåóãîëüíèê): Îðòîòðåóãîëüíèêîì íàçû-
âàåòñÿ òðåóãîëüíèê A1B1C1, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò
îñíîâàíèÿ âñåõ òðåõ âûñîò. Ãëàâíîå ñâîéñòâî: Âûñîòû
èñõîäíîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ áèññåê-
òðèñàìè óãëîâ åãî îðòîòðåóãîëüíèêà.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ïîäîáèÿ îòñå÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ
(Ôàêò 1) ñëåäóåò, ÷òî ∠BC1A1 = ∠C è ∠AC1B1 = ∠C. Òî-
ãäà óãëû, ñìåæíûå ñ íèìè âíóòðè ïðÿìîãî óãëà ∠CC1B,
ðàâíû: ∠A1C1C = 90◦ − ∠C = ∠B1C1C. Çíà÷èò, âûñîòà
CC1 äåëèò ∠A1C1B1 ïîïîëàì.

A

B

C

A1

B1

C1
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ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

4.3. Ôîðìóëà "ëóíêè"è êàñàòåëüíûå:
Ëåììà 1. Äëèíà îáùåé âíåøíåé êàñàòåëü-
íîé ê äâóì êàñàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ðàäè-
óñîâ R è r ðàâíà l = 2

√
Rr.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëü-
íóþ òðàïåöèþ O1ABO2. Ïðîâåäåì âûñîòó
O2H. Â △O1HO2 ãèïîòåíóçà O1O2 = R + r,
êàòåò O1H = R − r. Ïî ò. Ïèôàãîðà O2H

2 =
(R + r)2 − (R− r)2 = 4Rr =⇒ l = 2

√
Rr.

Ëåììà 2 (Ëóíêà). Åñëè îêðóæíîñòü ðà-
äèóñà x êàñàåòñÿ äâóõ äàííûõ è èõ îáùåé
êàñàòåëüíîé, òî 1√

x
= 1√

R
+ 1√

r
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îòðåçîê êàñàòåëüíîé l
ðàçáèò òî÷êîé êàñàíèÿ òðåòüåé îêðóæíîñòè
íà äâà: l1 = 2

√
Rx è l2 = 2

√
rx. Òàê êàê

l = l1+ l2, òî 2
√
Rr = 2

√
Rx+2

√
rx. Ðàçäåëèâ

îáå ÷àñòè íà 2
√
Rrx, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ

ôîðìóëó.

A B

H

C

O1

O2

4.4. Ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû äî îðòîöåíòðà:
Äëèíà îòðåçêà îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà äî åãî îðòîöåí-
òðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: BH = 2Rîïèñ · | cos∠B|.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì îñòðîóãîëüíûé△ABC è åãî
âûñîòû AA1 è CC1, ïåðåñåêàþùèåñÿ â îðòîöåíòðå H. Â
ïðÿìîóãîëüíîì △ABB1 óãîë ∠B îáùèé ñ △ABC. Êàê
äîêàçàíî â ï. 4.2 (îòñå÷åííûé òðåóãîëüíèê), △A1BC1 ∼
△ABC ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ k = cos∠B. Çíà÷èò, ñòî-
ðîíà A1C1 = AC · cos∠B. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå A1HC1B
óãëû ∠HA1B è ∠HC1B ïðÿìûå, èõ ñóììà 180◦. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îêîëî íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, äèà-
ìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåíóçà BH. Äëÿ âïèñàííî-
ãî â ýòó îêðóæíîñòü △A1BC1 ïðèìåíèì òåîðåìó ñèíó-
ñîâ: A1C1 = BH · sin∠B. Ïðèðàâíèâàåì: BH · sin∠B =
AC ·cos∠B. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ èñõîäíîãî△ABC ñòî-
ðîíà AC = 2Rîïèñ · sin∠B. Ïîäñòàâëÿåì: BH · sin∠B =
2Rîïèñ · sin∠B · cos∠B. Ñîêðàùàÿ íà sin∠B, ïîëó÷àåì
BH = 2Rîïèñ cos∠B. (Äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà êî-
ñèíóñ áåðåòñÿ ïî ìîäóëþ).

A

B

C

A1

C1

H
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ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

4.5. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü è ïåðèìåòð:
Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îäíîé ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Âñåãî ê òðå-
óãîëüíèêó ìîæíî ïîñòðîèòü òðè òàêèå îêðóæíîñòè.
Ãëàâíîå ñâîéñòâî: Ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû A äî òî÷åê
êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè (êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû
BC) ñ ïðîäîëæåíèÿìè ñòîðîí AB è AC â òî÷íîñòè ðàâíî
ïîëóïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà:
AKa = AMa = p, ãäå p = a+b+c

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC
â òî÷êå Ta, à ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ Ka è
Ma. Ïî ñâîéñòâó îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç
îäíîé òî÷êè: AKa = AMa, BKa = BTa, CMa = CTa.
Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà P = AB + BC + AC =
AB + (BTa + CTa) + AC = (AB + BKa) + (AC + CMa) =
AKa + AMa = 2AKa. Îòñþäà AKa = AMa = p.

A

B C
Ta

Ka Ma

4.6. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ è ôîðìóëà Ýéëåðà:
Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ (Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê):
Äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, âïèñàííîãî â
îêðóæíîñòü, ïðîèçâåäåíèå äëèí åãî äèàãîíàëåé ðàâíî ñóì-
ìå ïðîèçâåäåíèé äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí: AC ·
BD = AB · CD +BC · AD.
Äîêàçàòåëüñòâî: Îòëîæèì óãîë ∠ABK = ∠DBC òàê,
÷òîáû òî÷êà K ëåæàëà íà äèàãîíàëè AC. Âïèñàííûå óã-
ëû ∠BAK è ∠BDC îïèðàþòñÿ íà äóãó BC, ïîýòîìó îíè
ðàâíû. Çíà÷èò, △ABK ∼ △DBC (ïî äâóì óãëàì). Îòñþ-
äà AK

AB
= CD

BD
=⇒ AK · BD = AB · CD. Äàëåå, ∠CBK =

∠ABC − ∠ABK = ∠ABC − ∠DBC = ∠ABD. Âïèñàííûå
óãëû ∠BCK è ∠BDA îïèðàþòñÿ íà äóãó AB, ïîýòîìó îíè
òàêæå ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, △CBK ∼ △DBA. Îòñþäà
CK
BC

= AD
BD

=⇒ CK ·BD = BC ·AD. Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà,
èìååì: (AK + CK) · BD = AB · CD + BC · AD. Òàê êàê
AK +CK = AC, ïîëó÷àåì AC ·BD = AB ·CD+BC ·AD.

A B

CD

K
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ÄÂÈ ÌÃÓ �5: Òåîðèÿ ÅÃÝìàòèêà

¾Ëåììà î òðåçóáöå¿: Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè △ABC, à W � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðè-
ñû óãëà A ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ (ñåðåäèíà äóãè BC).
Òîãäà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè W äî âåðøèí B, C è èíöåíòðà
I ðàâíû: WB = WC = WI.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òàê êàê AW � áèññåêòðèñà, äóãè BW
è WC ðàâíû, ïîýòîìó ðàâíû è ñòÿãèâàþùèå èõ õîð-
äû: WB = WC. Ðàññìîòðèì △WBI. Óãîë ∠WBI =
∠WBC+∠CBI. Âïèñàííûå óãëû ∠WBC è ∠WAC îïèðà-
þòñÿ íà îäíó äóãó WC, çíà÷èò ∠WBC = ∠WAC = ∠A/2.
Òàê êàê BI � áèññåêòðèñà, ∠CBI = ∠B/2. Ïîëó÷àåì
∠WBI = ∠A

2
+ ∠B

2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãîë ∠BIW ÿâ-

ëÿåòñÿ âíåøíèì äëÿ òðåóãîëüíèêà AIB ïðè âåðøèíå I,
ïîýòîìó îí ðàâåí ñóììå äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ, íå ñìåæ-
íûõ ñ íèì: ∠BIW = ∠IAB + ∠IBA = ∠A

2
+ ∠B

2
. Çíà÷èò,

∠WBI = ∠BIW , îòêóäà △WBI � ðàâíîáåäðåííûé, è
WB = WI. Èòîãî, WB = WC = WI.

A

B C

W

I

Ôîðìóëà Ýéëåðà (Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè):
Ðàññòîÿíèå d ìåæäó öåíòðîì îïèñàííîé (O) è âïèñàííîé
(I) îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ðàâíî: d2 = R2 − 2Rr.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìàÿ OI ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ M è N . Ñòåïåíü òî÷êè I îòíîñèòåëü-
íî îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâíà IM ·IN = (R−d)(R+d) =
R2−d2. Ïðîäîëæèì áèññåêòðèñó AI äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòüþ â òî÷êå W (ñåðåäèíà äóãè BC). Ïî
ñâîéñòâó ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä: IM · IN = AI · IW . Ñëåäî-
âàòåëüíî, R2 − d2 = AI · IW . Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð IH
íà ñòîðîíó AB. Â ïðÿìîóãîëüíîì △AHI (ãäå IH = r) ãè-
ïîòåíóçà AI = r

sin(A/2)
. Ïî ¾ëåììå î òðåçóáöå¿, ðàññòîÿíèå

îòW äî èíöåíòðà I ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî âåðøèí B è C, òî
åñòü IW = BW . Â△ABW , âïèñàííîì â îêðóæíîñòü ðàäè-
óñà R, ïî òåîðåìå ñèíóñîâ õîðäà BW = 2R sin(A/2). Òîãäà
AI · IW = r

sin(A/2)
· 2R sin(A/2) = 2Rr. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðà-

æåíèå äëÿ ñòåïåíè òî÷êè, ïîëó÷àåì: R2 − d2 = 2Rr =⇒
d2 = R2 − 2Rr.

A

B
C

W

O

IM

N
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