
ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 7. Ñòåðåîìåòðèÿ. Âàðèàíò 1.

Áëîê 1: Êàðêàñû, óãëû è ðàññòîÿíèÿ

1. Äëÿ ïîèñêà óãëà ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ïåðåíåñèòå îäíó èç íèõ ïàðàë-
ëåëüíî äî ïåðåñå÷åíèÿ ñî âòîðîé. Ïîëó÷åííûé ïëîñêèé óãîë èññëåäóéòå ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ.
Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñ âåðøèíîé S áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2, à
ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà

√
3. Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-

ìûìè SA è BC.

2. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè ïðîùå âñåãî èñêàòü ÷åðåç ìåòîä îáúåìîâ, âû-
ðàçèâ îáúåì ïèðàìèäû SABC äâóìÿ ñïîñîáàìè ÷åðåç ðàçíûå îñíîâàíèÿ è âûñîòû.
Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ñ âåðøèíîé S ñòîðîíà îñíîâàíèÿ

ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî a
√
2. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè

SBC.

3. Èñïîëüçóéòå îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ �
ýòî óãîë ìåæäó ïðÿìîé è åå ïðîåêöèåé íà ýòó ïëîñêîñòü.
Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå óãîë ìåæäó ãëàâíîé äèàãîíàëüþ êóáà AC1 è ïëîñ-

êîñòüþ BDC1.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 2: Ñå÷åíèÿ è îòíîøåíèÿ îáúåìîâ

4. Ïðèìåíèòå òåîðåìó îá îòíîøåíèè îáúåìîâ òåòðàýäðîâ, èìåþùèõ îáùèé òðåõ-
ãðàííûé óãîë ïðè âåðøèíå S: V ′/V = (SA1/SA) · (SB1/SB) · (SC1/SC).
Ïëîñêîñòü α ïåðåñåêàåò áîêîâûå ðåáðà SA, SB è SC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC â

òî÷êàõ A1, B1 è C1 òàê, ÷òî SA1 : A1A = 1 : 2, SB1 : B1B = 2 : 3, à SC1 : C1C = 3 : 1.
Â êàêîì îòíîøåíèè ïëîñêîñòü α äåëèò îáúåì èñõîäíîé ïèðàìèäû?

5. Ïî ñâîéñòâó ñå÷åíèé, ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ ãðàíÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷å-
ðåç ïàðàëëåëüíûå ðåáðà, ïàðàëëåëüíû. Ñå÷åíèå òåòðàýäðà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëü-
íîé äâóì ñêðåùèâàþùèìñÿ ðåáðàì, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.
Â òåòðàýäðå ABCD äëèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð AB è CD ðàâíû c è d ñîîòâåò-

ñòâåííî, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí α. Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì AB è

CD. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåòðàýäðà ýòîé ïëîñêîñòüþ.

6. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå, èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíîñòü ãðàíåé ïðèçìû. Ðàçáåéòå ìíîãî-
ãðàííèêè íà áàçîâûå ïèðàìèäû è ïðèçìû äëÿ ïîäñ÷åòà îáúåìà.
×åðåç ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ïðîâåäåíà ïëîñ-

êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñêðåùèâàþùåéñÿ ñ ýòèì ðåáðîì äèàãîíàëè áîêîâîé ãðàíè.

Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ýòà ïëîñêîñòü äåëèò ïðèçìó.

2

https://vk.com/egemathika


ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 3: Ñôåðû è êàñàíèÿ

7. Èñïîëüçóéòå èíâàðèàíòíóþ ôîðìóëó ñâÿçè îáúåìà è ïîëíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ âïè-
ñàííîé ñôåðû: V = 1

3
Sïîëí · r. âûñîòà ïèðàìèäû, ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû è àïîôåìà

îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê â îñåâîì ñå÷åíèè.
Â ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ âûñîòîé H è ðàäèóñîì âïèñàííîé â îñíîâà-

íèå îêðóæíîñòè r âïèñàí øàð. Íàéäèòå åãî ðàäèóñ R.

8. Öåíòð îïèñàííîé ñôåðû ëåæèò íà âûñîòå ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû. Ðàññìîòðèòå
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ðàäèóñîì ñôåðû, âûñîòîé è ðàäèóñîì
îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ îêðóæíîñòè.
Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíî b, à óãîë ìåæäó ïðî-

òèâîïîëîæíûìè áîêîâûìè ðåáðàìè ðàâåí α. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî ýòîé

ïèðàìèäû ñôåðû.

9. Ïðèìåíèòå êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñôåðû, êàñàþùåéñÿ âñåõ ðåáåð: ñóììû äëèí
ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð äîëæíû áûòü ðàâíû. Ïðîâåðüòå ýòî óñëîâèå è âûðàçèòå
ðàäèóñ ÷åðåç ïëîùàäü ñå÷åíèé.
Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû, êàñàþùåéñÿ âñåõ øåñòè ðåáåð ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà, äëèíà

ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà a.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 4: Îïòèìèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå

10. Âûðàçèòå âûñîòó è ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà ÷åðåç ðàäèóñ ñôåðû R è óãîë ïðè âåð-
øèíå îñåâîãî ñå÷åíèÿ, ñîñòàâüòå ôóíêöèþ îáúåìà V (h) è èññëåäóéòå åå ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäíîé.
Â øàð ðàäèóñà R âïèñàí êîíóñ íàèáîëüøåãî îáúåìà. Íàéäèòå âûñîòó ýòîãî êîíóñà è

åãî îáúåì.

11. Ñâåäèòå çàäà÷ó ê ïëîñêîìó îñåâîìó ñå÷åíèþ. Èñïîëüçóéòå ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ,
÷òîáû âûðàçèòü âûñîòó öèëèíäðà h ÷åðåç åãî ðàäèóñ r. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ îáúåìà
V (r) è íàéäèòå åå ìàêñèìóì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.
Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ âûñîòîé H è ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ a âïè-
ñàí öèëèíäð òàê, ÷òî åãî íèæíåå îñíîâàíèå ëåæèò íà îñíîâàíèè ïèðàìèäû, à îêðóæ-

íîñòü âåðõíåãî îñíîâàíèÿ êàñàåòñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû. Íàéäèòå íàèáîëüøèé

âîçìîæíûé îáúåì òàêîãî öèëèíäðà.

12. Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòíîãî îñíîâàíèÿ ðàâíà x, òîãäà âûñîòà áàêà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç îáúåì V êàê h = V/x2. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè (äíî + 4
ñòåíêè) è ìèíèìèçèðóéòå åå.
Îòêðûòûé áàê èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ êâàäðàòíûì îñíî-

âàíèåì. Îáúåì áàêà ðàâåí V . Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû áàêà, ÷òîáû íà åãî

èçãîòîâëåíèå óøëî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà?
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 5: Ñïåöèôèêà ÄÂÈ ÌÃÓ (Ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè)

13. Ïðîòîòèï ÄÂÈ-2017. Ñôåðà êàñàåòñÿ áîêîâûõ ãðàíåé â èõ öåíòðàõ � ýòî çíà÷èò,
÷òî îíà êàñàåòñÿ àïîôåì ïèðàìèäû. Ðàññìîòðèòå ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
âûñîòó ïèðàìèäû è àïîôåìó.
Ñôåðà ðàäèóñà R êàñàåòñÿ âñåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû

â èõ öåíòðàõ, à òàêæå êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Íàéäèòå îáúåì ýòîé ïèðàìèäû.

14. Ïðîòîòèï ÄÂÈ. Èñïîëüçóéòå ñâîéñòâî ðàâåíñòâà êàñàòåëüíûõ îòðåçêîâ, ïðîâå-
äåííûõ èç âåðøèíû îñíîâàíèÿ ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è ê áîêîâîìó ðåáðó.
Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC, à
òàêæå êàñàåòñÿ âñåõ å¼ áîêîâûõ ðåáåð SA, SB è SC. Íàéäèòå ðàäèóñ ýòîé ñôåðû,

åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b.

15. Ïðîòîòèï ÄÂÈ-2019. Äâå ñôåðû êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, ãðàíåé è äðóã äðó-
ãà. Ñäåëàéòå ïëîñêèé ñðåç ÷åðåç îñü ñèììåòðèè êîíñòðóêöèè. Çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê
ïîèñêó ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â óãëû òðåóãîëüíèêà.
Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû SABCD ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ABCD. Âûñîòà ïèðàìèäû ïðî-

õîäèò ÷åðåç òî÷êó A. Äâå ðàçëè÷íûå ñôåðû êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, âñåõ

÷åòûðåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå îòíî-

øåíèå èõ ðàäèóñîâ, åñëè áîêîâîå ðåáðî SC íàêëîíåíî ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä

óãëîì 60◦.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 7. Ñòåðåîìåòðèÿ. Âàðèàíò 2.

Áëîê 1: Êàðêàñû, óãëû è ðàññòîÿíèÿ

1. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ñ âåðøèíîé S áîêîâîå ðåáðî ðàâíî
√
7,

à ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 2. Íàéäèòå êîñèíóñ óãëà ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿ-

ìûìè SB è AC.

2. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ñ âåðøèíîé S ñòîðîíà îñíîâàíèÿ

ðàâíà b, à âûñîòà ðàâíà b
√
3. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè B äî ïëîñêîñòè SCD.

3. Â êóáå ABCDA1B1C1D1 íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé BD1 è ïëîñêîñòüþ AB1D1.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 2: Ñå÷åíèÿ è îòíîøåíèÿ îáúåìîâ

4. Ïëîñêîñòü β ïåðåñåêàåò áîêîâûå ðåáðà SA, SB è SC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC â

òî÷êàõ A2, B2 è C2 òàê, ÷òî SA2 : A2A = 2 : 1, SB2 : B2B = 1 : 3, à SC2 : C2C = 1 : 1.
Â êàêîì îòíîøåíèè ïëîñêîñòü β äåëèò îáúåì èñõîäíîé ïèðàìèäû?

5. Â òåòðàýäðå ABCD äëèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ðåáåð AC è BD ðàâíû 8 è 10 ñîîòâåò-

ñòâåííî, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 30◦. Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì AC
è BD. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåòðàýäðà ýòîé ïëîñêî-

ñòüþ.

6. ×åðåç ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû ïðîâåäåíà ïëîñ-

êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèàãîíàëè áîêîâîé ãðàíè, íå ïåðåñåêàþùåé ýòî ðåáðî. Íàé-

äèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ïëîñêîñòü äåëèò ïðèçìó.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 3: Ñôåðû è êàñàíèÿ

7. Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ âûñîòîé H è ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ a
âïèñàí øàð. Íàéäèòå åãî ðàäèóñ R.

8. Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíî a, à óãîë ìåæäó áîêîâûìè

ðåáðàìè ïðè âåðøèíå ðàâåí β. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî ýòîé ïèðàìèäû

ñôåðû.

9. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî ðàâ-
íî a

√
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñôåðà, êàñàþùàÿñÿ âñåõ ðåáåð ïèðàìèäû, è íàé-

äèòå åå ðàäèóñ.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 4: Îïòèìèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå

10. Â øàð ðàäèóñà R âïèñàí öèëèíäð íàèáîëüøåãî îáúåìà. Íàéäèòå îòíîøåíèå âûñîòû

ýòîãî öèëèíäðà ê ðàäèóñó øàðà è åãî ìàêñèìàëüíûé îáúåì.

11. Â êîíóñ ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé H âïèñàí öèëèíäð íàèáîëüøåãî îáú-

åìà òàê, ÷òî åãî íèæíåå îñíîâàíèå ëåæèò â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà. Íàéäèòå

ðàçìåðû öèëèíäðà è åãî îáúåì.

12. Çàêðûòàÿ êîðîáêà èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ êâàäðàòíûì îñ-

íîâàíèåì. Îáúåì êîðîáêè ðàâåí V . Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû êîðîáêè, ÷òîáû

ïëîùàäü åå ïîëíîé ïîâåðõíîñòè áûëà ìèíèìàëüíîé?
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ÄÂÈ ÌÃÓ �7: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 5: Ñïåöèôèêà ÄÂÈ ÌÃÓ (Ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè)

13. Ñôåðà ðàäèóñà R êàñàåòñÿ âñåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïè-

ðàìèäû â èõ öåíòðàõ, à òàêæå êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Íàéäèòå îáúåì ýòîé

ïèðàìèäû.

14. Ñôåðà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD,

à òàêæå êàñàåòñÿ âñåõ å¼ áîêîâûõ ðåáåð SA, SB, SC, SD. Íàéäèòå ðàäèóñ ýòîé ñôåðû,

åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b.

15. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû SABCD ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ABCD. Âûñîòà ïèðàìèäû ïðî-

õîäèò ÷åðåç òî÷êó A. Äâå ðàçëè÷íûå ñôåðû êàñàþòñÿ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, âñåõ

÷åòûðåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû è äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå îòíî-

øåíèå èõ ðàäèóñîâ, åñëè áîêîâîå ðåáðî SC íàêëîíåíî ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä

óãëîì 45◦.
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