
ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 6. Ïàðàìåòðû è ýêñòðåìóìû. Âàðèàíò 1.

Áëîê 1: Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ è ðàñïîëîæåíèå êîðíåé

1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ òî÷åê èñïîëüçóé-
òå óñëîâèÿ íà âåðøèíó ïàðàáîëû, äèñêðèìèíàíò è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ
èíòåðâàëà.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ x2−2ax+a2−
1 = 0 ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−2; 4).

2. Ó÷èòûâàéòå ÎÄÇ çíàìåíàòåëÿ. Óðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, åñëè äèñêðè-
ìèíàíò ÷èñëèòåëÿ ðàâåí íóëþ (è êîðåíü âõîäèò â ÎÄÇ), ëèáî åñëè êîðíåé äâà, íî
îäèí èç íèõ ¾îòáðàêîâûâàåòñÿ¿ çíàìåíàòåëåì.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
x2−(3a−1)x+2a2−2a√

x−3
= 0 èìå-

åò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

3. Ýêñòðåìóì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â å¼ âåðøèíå. Ïðîàíàëèçèðóéòå
êîîðäèíàòó y0.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = −x2 + 2ax− a2 + 2a ðàâíî 4.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 2: Âûäåëåíèå ïîëíûõ êâàäðàòîâ è ìåòîä îöåíîê

4. Ñãðóïïèðóéòå ñëàãàåìûå ñ x è y îòäåëüíî è âûäåëèòå ïîëíûå êâàäðàòû. Êâàäðàò
ëþáîãî âûðàæåíèÿ íåîòðèöàòåëåí.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2+y2−6x+8y+30 è óêàæèòå, ïðè êàêèõ

x è y îíî äîñòèãàåòñÿ.

5. Êëàññèêà ÌÃÓ: íåðàâåíñòâî Êîøè î ñðåäíèõ (AM-GM). Ñóììà äâóõ âçàèìíî îáðàò-
íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë: A+B ≥ 2

√
AB. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè A = B.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x+ 9
x
ïðè óñëîâèè, ÷òî x > 0.

6. Åñëè ïåðåä íàìè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò äâóõ ïåðåìåííûõ, âûäåëèòå êâàäðàò, ñî-
äåðæàùèé îáå ïåðåìåííûå (íàïðèìåð, (x − y)2), à çàòåì äîïîëíèòå îñòàòîê äî
âòîðîãî êâàäðàòà.
Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y) = 2x2 − 4xy + 5y2 − 6y + 5.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 3: Èíâàðèàíòíîñòü è ñèììåòðèÿ

7. Óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî (íå ìåíÿåòñÿ) ïðè çàìåíå x íà −x. Åñëè îíî äîëæíî èìåòü
ðîâíî îäíî ðåøåíèå, òî ýòèì ðåøåíèåì îáÿçàí áûòü íîëü. Ïðîâåðüòå äîñòàòî÷-
íîñòü íàéäåííûõ a!
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 2|x| + ax2 = a + 1 èìååò

ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

8. Ñèñòåìà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè x è y. Äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà
ðåøåíèé ïàðà îáÿçàíà ñîâïàäàòü: x = y.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x2 + y2 = 2a

xy = a− 1
2

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

9. Âíîâü ÷åòíîñòü ôóíêöèè. Íàéäèòå êàíäèäàòà íà ïàðàìåòð ÷åðåç x = 0, à çàòåì
àêêóðàòíî ðåøèòå óðàâíåíèå ïðè ýòîì ïàðàìåòðå, ÷òîáû äîêàçàòü åäèíñòâåí-
íîñòü.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå cos x = ax2+1 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü?
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 4: Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû

10. Èñïîëüçóéòå ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà: A sinx+B cosx =
√
A2 +B2 sin(x+ ϕ).

Çíà÷åíèÿ ñèíóñà îãðàíè÷åíû îòðåçàêîì [−1; 1].
Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ 3 sinx+ 4 cos x+ 2.

11. Çàìåíà t = sinx, ãäå t ∈ [−1; 1]. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êîðíåé êâàäðàòíîãî
òðåõ÷ëåíà íà çàäàííîì îòðåçêå.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå sin2 x− 2a sin x+ a2 − 1 = 0 èìååò õîòÿ

áû îäíî ðåøåíèå?

12. Ãðàôè÷åñêèé ñìûñë èëè ñâîéñòâà ôóíêöèé. Êîñèíóñ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò -1 äî
1, à ðàäèêàë çàäàåò ïîëóîêðóæíîñòü èëè îãðàíè÷åíèå íà àðãóìåíò.
Íàéäèòå âñå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

√
a2 − x2 = cosx èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

4

https://vk.com/egemathika


ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 5: Ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè

13. Ñäåëàéòå çàìåíó t = 2x (íå çàáóäüòå, ÷òî t > 0). Äëÿ òîãî ÷òîáû èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå èìåëî äâà êîðíÿ, êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî t äîëæíî èìåòü äâà ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëüíûõ êîðíÿ.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 4x−a·2x+1+a2−a−2 = 0
èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

14. Ïîòåíöèðóåì, ïðîâåðÿåì ÎÄÇ. Ïðÿìàÿ äîëæíà ïåðåñåêàòü ¾âûêîëîòóþ¿ ÷àñòü
ïàðàáîëû.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå log2(x

2 − 4x + a) = log2(2x − 5) èìååò
ðîâíî îäèí êîðåíü?

15. Ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ f(x) = . . . íà ìîíîòîííîñòü èëè íàéäèòå å¼ ýêñòðåìóì
÷åðåç íåðàâåíñòâî Êîøè.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) = 3x+3−x−a
ðàâåí 4.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 6: Ñïåöèôèêà ÄÂÈ ÌÃÓ (Ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè)

16. Ïðîòîòèï 2018 ãîäà. Ìàêñèìèçàöèÿ ðàçíîñòè êîðíåé. Ïóñòü x1 è x2 � êîðíè. Ðàç-
íîñòü â êâàäðàòå: (x1 − x2)

2 = (x1 + x2)
2 − 4x1x2 = D. Çíà÷èò, íóæíî ìàêñèìèçè-

ðîâàòü äèñêðèìèíàíò!
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x2 + 3ax+ a4 = 0 ìàêñèìàëüíà.

17. Ïðîòîòèï 2015 ãîäà. Öèêëè÷åñêèå äðîáè. Ïðèìåíèòå îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Êî-
øè äëÿ 3 è áîëåå ñëàãàåìûõ: A + B + C ≥ 3 3

√
ABC (èëè 4 ñëàãàåìûõ). Çàìåòüòå,

÷òî ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ¾ïåðåòåêàþò¿ äðóã â äðóãà.
Íàéäèòå âñå ïàðû (x, y), ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âûðàæåíèÿ

3− cos x

2 + cos 2x
+

2 + cos 2x

y2 + 1
+

y2 + 1

3− cos x

18. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ (Ìåòîä Ìèíêîâñêîãî). Ïðåäñòàâüòå êîðíè êàê ðàññòî-
ÿíèÿ îò òî÷êè íà ïëîñêîñòè äî äâóõ çàäàííûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê. Ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé ìèíèìàëüíà, åñëè òî÷êà ëåæèò íà îòðåçêå ìåæäó íèìè.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√
x2 + 16 +

√
(x− 5)2 + 9.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

ÄÂÈ ÌÃÓ: Ìàòåìàòèêà

Çàäà÷à 6. Ïàðàìåòðû è ýêñòðåìóìû. Âàðèàíò 2.

Áëîê 1: Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ è ðàñïîëîæåíèå êîðíåé

1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ x2 − 4ax +
4a2 − 4 = 0 ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−1; 5).

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
x2−(2a+3)x+a2+3a√

x−2
= 0 èìååò

ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = x2 − 2ax+ a2 − 3a+ 5 ðàâíî 2.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 2: Âûäåëåíèå ïîëíûõ êâàäðàòîâ è ìåòîä îöåíîê

4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 + y2 + 4x − 10y + 40 è óêàæèòå, ïðè

êàêèõ x è y îíî äîñòèãàåòñÿ.

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2x+ 18
x
ïðè óñëîâèè, ÷òî x > 0.

6. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y) = x2 − 2xy + 2y2 − 6y + 11.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 3: Èíâàðèàíòíîñòü è ñèììåòðèÿ

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 3|x| + ax2 = a + 2 èìååò

ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x2 + y2 = 4a

xy = 2a− 2
èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå sin(x2) = ax2 èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü?
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 4: Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû

10. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ 5 sin x− 12 cosx− 3.

11. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå cos2 x− 2a cos x+ a2 − 4 = 0 èìååò õîòÿ

áû îäíî ðåøåíèå?

12. Íàéäèòå âñå a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå
√
a2 − x2 = sinx+1 èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 5: Ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè

13. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 9x−a ·3x+1+2a2−6a = 0
èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå log3(x
2 − 6x + a) = log3(2x − 7) èìååò

ðîâíî îäèí êîðåíü?

15. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) = 5x+5−x−
2a ðàâåí 8.
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ÄÂÈ ÌÃÓ �6: Òðåíèðîâêà ÅÃÝìàòèêà

Áëîê 6: Ñïåöèôèêà ÄÂÈ ÌÃÓ (Ðåàëüíûå êîíñòðóêöèè)

16. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

x2 + 5px+ p4 = 0 ìàêñèìàëüíà.

17. Íàéäèòå âñå ïàðû (x, y), ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âûðàæåíèÿ

4− sin x

3 + cos 2x
+

3 + cos 2x

y2 + 2
+

y2 + 2

4− sin x

18. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
√
x2 + 25 +

√
(x− 8)2 + 9.
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