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Ìåòîäè÷åñêîå îïèñàíèå: Â äàííîì ñïðàâî÷íèêå ñîáðàíû ôàêòû, òåîðåìû è àëãåáðàè÷åñêèå
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äëÿ ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ çàäà÷ ÄÂÈ ÌÃÓ (íà áàçå 2023�2025 ãã.).

1. Íåñòàíäàðòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðåêóððåíòû (�2)

1.1. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé âèäà an+1 = p · an + q, ãäå p, q � êîíñòàíòû, p ̸= 1. Ýòî íå
àðèôìåòè÷åñêàÿ è íå ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ â ÷èñòîì âèäå.Ìåòîä ðåøåíèÿ (ñâåäåíèå ê
ÃÏ):

1. Èùåì íåïîäâèæíóþ òî÷êó (ïðåäåë) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðåøàÿ óðàâíåíèå c = p · c + q.
Îòñþäà c = q

1−p .

2. Ââîäèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = an − c.

3. Äîêàçûâàåì, ÷òî bn+1 = p·bn. Òàêèì îáðàçîì, bn � êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

ñî çíàìåíàòåëåì p.

4. Çàïèñûâàåì bn = b1 · pn−1 è âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé: an = b1 · pn−1 + c.

Ïðèìåð: an+1 = 5−an
4 , a1 = 11. Ðåøàåì c = 5−c

4 =⇒ 4c = 5 − c =⇒ c = 1. Òîãäà çàìåíà

bn = an − 1 äàåò bn+1 = −1
4bn, ãäå b1 = 11− 1 = 10. Èòîãîâàÿ ôîðìóëà: an = 1 + 10 · (−1/4)n−1.

1.2. Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñàìè
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñîîòíîøåíèåì äëÿ ëþáûõ n è m, íàïðèìåð an+m + an−m =
2(an + am), èñïîëüçóåì ìåòîä ïîäñòàíîâîê:

� Ïîäñòàíîâêà m = 0 ÷àñòî ïîçâîëÿåò íàéòè íóëåâîé ÷ëåí a0.

� Ïîäñòàíîâêà m = n (èëè m = 1) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó a2n
÷åðåç an.

Ïðèìåð: Èç óðàâíåíèÿ âûøå ïðè m = 0 =⇒ 2an = 2an + 2a0 =⇒ a0 = 0. Ïðè m = n =⇒
a2n + a0 = 2(an + an) =⇒ a2n = 4an. Çíàÿ a1 = 1, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì a2 = 4, a4 = 16,
a8 = 64.

1.3. Ìåòîä ¾çàæàòèÿ¿ ìåæäó êâàäðàòàìè (Òåîðèÿ ÷èñåë)
Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè íàòóðàëüíîå n, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå f(n) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì

m2, íåîáõîäèìî îöåíèòü f(n) ñâåðõó è ñíèçó êâàäðàòàìè äâóõ ñîñåäíèõ (èëè áëèçêèõ) íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë:

(n+ k)2 < f(n) < (n+ k + 2)2

Òàê êàê ìåæäó íèìè ëåæèò òîëüêî îäèí òî÷íûé êâàäðàò (n+ k + 1)2, ìû ïðèðàâíèâàåì f(n) =
(n+ k + 1)2.
Ïðèìåð: Äëÿ n2+7n+1 = m2 ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî çàæàòèå ìåæäó (n+3)2 = n2+6n+9
è (n+ 4)2 = n2 + 8n+ 16. Ïîñêîëüêó ìåæäó ñîñåäíèìè êâàäðàòàìè íåò äðóãèõ êâàäðàòîâ öåëûõ

÷èñåë, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó ìàëûõ n è âûäåëåíèþ ïîëíîãî êâàäðàòà ÷åðåç äîìíîæåíèå íà

4: (2n+ 7)2 − 4m2 = 45 =⇒ (2n+ 7− 2m)(2n+ 7 + 2m) = 45.
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2. Óñëîæíåííûå ëîãàðèôìè÷åñêèå òîæäåñòâà (�3-4)

2.1. Ïåðåñòàíîâêà îñíîâàíèÿ è àðãóìåíòà â ñòåïåíè
Íåî÷åâèäíîå, íî âàæíåéøåå òîæäåñòâî äëÿ ÄÂÈ:

xloga y = yloga x

Ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñâåäåíèÿ ¾ìíîãîýòàæíûõ¿ íåðàâåíñòâ âèäà xlog2 x ê 2log
2
2 x.

Ïðèìåð: Â íåðàâåíñòâå ( 3
√
x)5+log2 x ≥ 21+log2 x ëîãàðèôìèðîâàíèå îáå ÷àñòè ïî îñíîâàíèþ 2

äàåò:
5+log2 x

3 · log2 x ≥ 1+ log2 x, ÷òî ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî t = log2 x.

2.2. Âçàèìíî îáðàòíûå ëîãàðèôìû ñ ôóíêöèåé â îñíîâàíèè
Â íåðàâåíñòâàõ âèäà logx f(x)∨ logf(x) x ïðè çàìåíå t = logx f(x) ìû ïîëó÷àåì t∨ 1

t . Îïàñíîñòü:
Íåëüçÿ óìíîæàòü îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà t, òàê êàê çíàê t íåèçâåñòåí! Íåîáõîäèìî ïåðåíîñèòü
âñ¼ â îäíó ñòîðîíó è ïðèâîäèòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ: t2−1

t ∨ 0.

Ïðèìåð: Íåðàâåíñòâî logx
(
x2 + 3

2

)
≤ 4 logx2+ 3

2
x ïîñëå çàìåíû ïðèìåò âèä t ≤ 4

t =⇒ (t−2)(t+2)
t ≤

0 =⇒ t ∈ (−∞;−2] ∪ (0; 2]. Ìåòîä òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàñêðûòèÿ äëÿ ñëó÷àåâ x > 1 è 0 < x < 1.

3. Ïðîäâèíóòàÿ ïëàíèìåòðèÿ (�5)

3.1. Ìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëèíû áèññåêòðèñû
Áèññåêòðèñà óãëà òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòî-

ðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì:
x
c = y

b . Êâàäðàò äëèíû áèññåêòðèñû la âû÷èñëÿåòñÿ êàê ðàç-

íîñòü ïðîèçâåäåíèÿ áîêîâûõ ñòîðîí è ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêîâ

îñíîâàíèÿ:

l2a = b · c− x · y

Ýòî èçáàâëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè äâàæäû ïðèìåíÿòü òåîðåìó

êîñèíóñîâ äëÿ ïîèñêà äëèíû áèññåêòðèñû.
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3.2. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ äëÿ ïëîùàäåé
Åñëè ñåêóùàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ðàçáèâàÿ èõ â îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèÿõ, òåîðå-

ìà Ìåíåëàÿ (AM
MB ·BK

KC ·CP
PA = 1) ïîçâîëÿåò íàéòè îòíîøåíèå îòðåçêîâ íà ñàìèõ ÷åâèàíàõ (íàïðèìåð,

AO
OK ). Ñëåäñòâèå äëÿ ïëîùàäåé: Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà èìåþò îáùóþ âûñîòó, òî îòíîøåíèå èõ

ïëîùàäåé ðàâíî îòíîøåíèå èõ îñíîâàíèé (S1/S2 = a1/a2).

4. Àëãåáðàè÷åñêèå îöåíêè è ìíîãî÷ëåíû (�6)

4.1. Íåðàâåíñòâî Êîøè (AM-GM) äëÿ n ïåðåìåííûõ
Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë áîëüøå ëèáî ðàâíî èõ ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêî-

ìó:
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1a2 . . . an

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé (a1 = a2 =
· · · = an). Â ÄÂÈ íàèáîëåå âîñòðåáîâàíû ñëó÷àè äëÿ n = 3: a+b+c ≥ 3 3

√
abc. Âàæíîå ñëåäñòâèå:

Äëÿ ëþáîãî x > 0 ñïðàâåäëèâî x+ 1
x ≥ 2.

4.2. Òåîðåìà Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âûñøèõ ñòåïåíåé
Äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ax3 +Bx2 + Cx+D = 0:

x1 + x2 + x3 = −B

A
, x1x2 + x2x3 + x1x3 =

C

A
, x1x2x3 = −D

A

Ýòîò èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü êîðíè, åñëè èç ãåîìåòðèè ôóíêöèè (íàïðèìåð, òî÷êè

ýêñòðåìóìà) èçâåñòåí õîòÿ áû îäèí êîðåíü ïðîèçâîäíîé.
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5. Ñïåöèôè÷åñêàÿ ñòåðåîìåòðèÿ (�7)

5.1. Ñå÷åíèÿ, îáðàçóþùèå ïàðàëëåëîãðàìì/êâàäðàò
Ïî òåîðåìå î ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé òðå-

òüåé: åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëüíûå ãðàíè

ìíîãîãðàííèêà, òî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíû. Â ïèðà-

ìèäàõ: åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü îáðàçóåò êâàäðàò, åãî ñòîðîíû

îáÿçàòåëüíî ïàðàëëåëüíû ñêðåùèâàþùèìñÿ ðåáðàì ïèðàìèäû

(îäíîìó ðåáðî îñíîâàíèÿ è îäíîìó áîêîâîìó). Èõ äëèíû íàõî-

äÿòñÿ ÷åðåç ïîäîáèå îòñåêàåìûõ òðåóãîëüíèêîâ íà ãðàíÿõ.

S

A

B

C

5.2. Ñâîéñòâà ðîìáîýäðà (íàêëîííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà)
Åñëè ó ïàðàëëåëåïèïåäà âñå ðåáðà ðàâíû, à ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå îñíîâàíèÿ ðàâíû ìåæäó

ñîáîé, òî ïðîåêöèÿ áîêîâîãî ðåáðà íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ ñòðîãî ñîâïàäàåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà

îñíîâàíèÿ. Âûäåëåííûé òåòðàýäð, îòñåêàåìûé îò òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé

òðåóãîëüíîé ïèðàìèäîé.
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